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Soit le programme linéaire en variables mixtes suivant :
max (c,x)
x
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On suppose que les incertitudes portent uniquement sur les coefficients
a;; . Plus précisémment, nous supposons que chaque coefficient a;; prend ses
valeurs dans un intervalle borné de la forme [a;; — ;j, a;; + d;;], autrement
dit, il existe une variable aléatoire (;; a valeur dans [—1, 1] tel que

aij = Qij + Gilij.

On peut donc reformuler le programme linéaire de la facon suivante :
max (¢, z)
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L’idée est donc de se « protéger raisonnablement » de l'incertitude mo-
n

délisée par la quantité Zgjaijxj : on va donc chercher a se prémunir de
i=1
ce risque grace a une « fonction déterministe de protection » 5; (z) telle que

résoudre

max (¢, z)
n

P > a4 B (x) <bi=1,---,m.
j=1

Lj EN7j: 17"',]?,
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donnera une solution acceptable pour le programme linéaire P sous une
certaine acceptation du risque engendré par 'incertitude sur les données.
La suite du document présente les trois approches classiques pour déter-

miner de telles fonctions.




1 L’approche de Soyster

Le point de vue adopté dans cette méthode est de modéliser le pire des
cas [1]. En reprenant les notations précédentes, I'idée est donc de poser

n
/62‘ (ZL’) = Z&ijxjai = 1,---,m.
j=1

On résoud donce le modele :

max (¢, )

P Z(aij+aij)xjSb“i:l’...,m'
j=1

ijN,j:]_,---7p’
x]€R+’]:p—|—1’..’n

Les avantages d’une telle approche sont :

— une grande facilité de mise en ceuvre,

— on est stir que la solution obtenue sera toujours faisable pour le pro-

gramme linéaire P, quelque soit la réalisation de a;;.

Cependant, il y a un inconvénient majeur, inconvénient di a I’hypercon-
servatisme de cette approche : on risque de donner une solution tres dégradée
au programme linéaire P.

Pour synthétiser, cette approche offre une couverture maximale du risque
au détriment de la qualité de la solution obtenue.

Les deux approches suivantes tentent de pallier le probleme en offrant
néanmoins une garantie de performance : pour cela, on supposera désor-
mais que les variables aléatoires (;; sont indépendantes et symétri-
quement distribuées dans [—1,1].

2 Les approches « en ligne »

L’idée de ces approches est de borner, pour chaque contrainte 7, ’en-
semble des variations diies aux incertitudes par un parametre spécifique
a la contrainte (d’ou le vocable d’en ligne). Dans la suite nous noterons
G = (Cij)jzl,m,n le vecteur aléatoire d’incertitudes lié & la contrainte 7 et c’est
donc ce vecteur qu’on va borner en norme.

Dans l'approche de Ben-Tal et Nemirovski [2], on considére la norme

euclidienne de R" : ||z||s = \/2% + - - - + 22. Dans approche de Bertsimas et
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Sim [3], c’est la norme ||z||; = Y |;| qui est prise en compte.
i=1
On pose donc

Bi (.T) = Imax (Xn: &ij@jasj) ,i = 1, e, M

G Ml <82 =

ou !l = 1,2 selon la norme utilisée.
max (c,x)
x
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2.1 L’approche de Ben-Tal et Nemirovski

Dans cette approche, les auteurs utilisent donc la norme ||||2 (la norme
euclidienne) : son utilisation aboutit a I’élaboration d’un modele quadratique,
aussi nous ne l’aborderons pas dans le cadre de ce document. Le lecteur
pourra se référer a [4].

2.2 L’approche de Bertsimas et Sim

Dans cette approche, les auteurs utilisent donc la norme ||||;. Considérons
un vecteur z* de R’} et regardons f; (z*).
Trouver f3; () revient a résoudre le programme linéaire suivant :
n

ﬁi (.I*) = max Zl (CALZ]I;) Cij

> G < Q.
=1
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Sous réserve que €2; > 0, ce programme linéaire admet une solution opti-
male. Il est également trivial qu'il existe une solution optimale (; possédant

la structure suivante, en posant J = {1, -+, n} :
— 3J; CJtelqueVje JS ¢ =1et Y ¢ =[]
je?

— Jk; € J— J! tel que (. = — []
—vje = (JfU{k}),G;=0



Nous noterons par la suite S = J U {kf} P'ensemble associé a cette
solution optimale (.

Comme le programme linéaire précédent admet une solution optimale
sous réserve que €); > 0, il en est de méme pour son dual et la valeur des
deux fonctions objectifs coincident. Le dual s’écrit donc

n
j=1
zi+piy 2 @x,j =1, ,n.
Dij ZOaj: 177”
En substituant dans P;, on obtient le programme linéaire équivalent sui-

vant :
max (c,x)

Zaijxj—i_zpij—FZiQiSbi,i:1’..‘7m.
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qu’on peut alors résoudre avec un solveur commercial.

Reste alors a qualifier la performance de la solution optimale obtenue.

r—[Théoréme 1] \

Soit z* une solution optimale du programme linéaire P;. En reprenant
les notations précédentes et sous réserve que les variables aléatoires
(;; solent indépendantes et symétriquement distribuées dans [—1, 1],
alors

n n Qi2
P (Z a%; + > Gyl Ty > bi) < exp <—2>
j=1 j=1 n

Démonstration.
Dans la démonstration, nous aurons besoin du résultat suivant, qui est un
corollaire de I'inégalité de Markov :



,—[Proposition 1 (corollaire de l'inégalité de Markov)} N

Soit ¢ une fonction croissante et positive ou nulle sur un intervalle 1.
Soit Y une variable aléatoire réelle définie sur un espace probabilisé

(Q, A, P) telle que P(Y € I) = 1. Alors

E|o(Y
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Posons § = — et considérons la fonction exp (6z) qui est croissante sur

n
R. On peut donc écrire, d’apres le corollaire de I'inégalité de Markov :
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par suite, ch (6;;) < exp ( ;” ) On obtient donc que



P (Z GijVij = Qz) < H — e

J=1

<

- exp (0€);)
n_ 22

< exp Z%J—GQi)
— )
j
n 62

< exp ZE—QQi
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car par optimalité de §; (z*), nous avons 7;; < 1. Ainsi,

n n 2
P (Z GijVij = Qz) < exp (292 — QQi)

J=1 j=1
2

< exp nZ—HQi
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